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Re´sume´. Nous montrons qu’un raffinement du the´ore`me de Siegel sur les points entiers
de courbes alge´briques impliquerait la conjecture abc de Masser-Oesterle´. Nous formulons
une hypothe`se “Siegel uniforme”qui est une majoration de la hauteur des points S-entiers
de la courbe, en termes du corps de rationalite´ et de l’ensemble de places S. La validite´ de
l’hypothe`se pour une quelconque courbe alge´brique de caracte´ristique d’Euler-Poincare´
strictement ne´gative, impliquerait une version de la conjecture abc. Ceci e´tend aux points
S-entiers des re´sultats pre´ce´dents de L. Moret-Bailly [16], et est en quelque sorte, un
e´nonce´ re´ciproque de ce que nous avons montre´ dans [26], en suivant les ide´es propose´es
par N. Elkies [6]. Le principal outil ge´ome´trique employe´ est un the´ore`me de G.V. Bely˘ı.
Nous montrons aussi quelques versions inconditionnelles de ces e´nonce´s : un re´sultat allant
dans le sens de la conjecture abc, valable sur tout corps de nombres, ainsi que des bornes
pour la hauteur des solutions en S-entiers de certaines e´quations diophantiennes classiques.
Mots clefs : The´ore`me de Siegel, conjecture abc, fonction de Bely˘ı, bornes uniformes
de points S-entiers.
1 Introduction.
E´tant donne´e une courbe alge´brique affine U de´finie sur un corps de nombres K, de genre
g et ayant t points “a` l’infini”, C.L. Siegel de´montra [22] que si la caracte´ristique d’Euler-
Poincare´ χ(U) = 2− 2g − t est strictement ne´gative, alors la courbe U n’a qu’un nombre fini
de points entiers. Graˆce a` K. Mahler, le the´ore`me a e´te´ e´tendu aux points S-entiers.
La de´monstration du the´ore`me de Siegel, tout comme celle du the´ore`me de Faltings (con-
jecture de Mordell), ne fournit pas un moyen de trouver les points et, dans le cas ge´ne´ral,
ceci demeure un proble`me ouvert. Dans le cas des points rationnels, des liens ont e´te´ e´tablis
entre la question de l’effectivite´ et la ce´le´bre conjecture abc de D. Masser et J. Oesterle´ ([15]
et [17]). Notons hK la hauteur (logarithmique) de Weil et radK le radical (ou support) sur
l’espace IP2(K). (Des notations plus de´taille´es se trouvent dans la section 2.)
Conjecture 1.1. (abc) E´tant donne´ un corps de nombres K et un nombre re´el ε > 0, il
existe une constante cε,K > 0 telle que, pour tout triplet (a, b, c) de nombres alge´briques dans
K, non nuls, tels que a+ b = c, on ait
hK(a : b : c) < (1 + ε) radK(a : b : c) + cε,K .
L. Moret-Bailly [16] montra qu’une hypothe`se du type “Mordell effectif” sur la courbe
d’e´quation y2 + y = x5 impliquerait une version de la conjecture abc. Par ailleurs, N. Elkies
[6] montra comment il serait possible de majorer la hauteur des points rationnels d’une courbe
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de genre supe´rieur ou e´gal a` 2, en supposant vraie la conjecture 1.1. Les outils employe´s par
N. Elkies sont essentiellement la the´orie des hauteurs et un the´ore`me de G. V. Bely˘ı [1].
The´ore`me 1.2. (Bely˘ı) Une courbe alge´brique projective C est de´finie sur Q si et seulement
s’il existe un morphisme fini et surjectif f : C −→ IP1 non ramifie´ en dehors de {0, 1,∞}.
De plus, e´tant donne´ un ensemble Σ de points alge´briques de C, on peut choisir f tel que
f(Σ) ⊂ {0, 1,∞}.
La construction d’une telle fonction de Bely˘ı est totalement explicite et montre que, si C est de´finie
sur un corps de nombres K, alors la fonction f peut eˆtre choisie de´finie sur K.
En suivant les ide´es de [6], nous avons montre´, dans un travail ante´rieur [26], comment la
conjecture 1.1 impliquerait une version effective du the´ore`me de Siegel. Il s’agit d’une majo-
ration de la hauteur des points S-entiers des courbes alge´briques de caracte´ristique d’Euler-
Poincare´ strictement ne´gative, en termes du corps de rationalite´ et de l’ensemble de places S.
Re´ciproquement, nous formulons dans ce travail une hypothe`se du type “Siegel uniforme”, ou`
la borne de la hauteur des points S-entiers serait uniforme en l’ensemble de places S. L’ana-
logue de l’hypothe`se 1.3 ci-dessous, dans la the´orie des corps de fonctions, est un the´ore`me
(cf. la section 3 pour des re´fe´rences).
Fixons une courbe U de´finie sur un corps de nombres K et ve´rifiant les hypothe`ses du
the´ore`me de Siegel, et une fonction hauteur hU de´finie sur U et associe´e a` un diviseur de
degre´ 1.
Hypothe`se 1.3. “Siegel Uniforme” (U,K)
Pour tout entier naturel δ ≥ 1, il existe des re´els k1(U, hU , δ) > 1, k2(U, hU , δ) > 1 et
k3(U, hU , δ) > 0 tels que, pour toute extension finie L/K de degre´ [L : K] ≤ δ, pour tout
sous-ensemble fini S de places de L et pour tout point S-entier x de U , on a
hU,L(x) ≤ k1
∑
p∈S
logNL/Q(p) + k2 logDL + k3,
ou` DL est la valeur absolue du discriminant du corps L, et hU,L = [L : Q]hU .
Dans la section 3 nous montrons comment l’hypothe`se 1.3 impliquerait une forme de la
conjecture abc, ce qui e´tent aux points S-entiers et a` toute courbe de caracte´ristique d’Euler-
Poincare´ strictement ne´gative le re´sultat de L. Moret-Bailly.
The´ore`me 1.4. Soient K un corps de nombres, U une courbe alge´brique affine de´finie sur
K telle que χ(U) < 0 et hU une hauteur de´finie sur U associe´e a` un diviseur de degre´ 1.
Supposons ve´rifie´e l’hypothe`se 1.3 pour la courbe U .
Pour tout triplet (a, b, c) d’e´le´ments non nuls du corps K ve´rifiant a+ b = c, on a
hK(a : b : c) ≤ η1radK(a : b : c) + η2 logDK + η3,
ou` le nombre η2 ne de´pend que du degre´ d de la fonction de Bely˘ı associe´e a` la courbe U , et
les nombres η1 et η3 de´pendent en plus de d et de [K : Q], de la courbe U .
Dans le cas particulier, mais crucial, de la droite projective prive´e de trois points, nous
montrons les the´ore`mes 4.1 et 4.2, qui donnent l’e´quivalence entre
i) une version de la conjecture abc,
ii) une majoration de la hauteur des points S-entiers de U = IP1 \ {0, 1,∞}, valable pour
tout ensemble S, et
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iii) une majoration de la hauteur des S-unite´s solutions de l’e´quation u + v = 1, valable
pour tout ensemble S.
Nous obtenons aussi des versions faibles, mais inconditionnelles de ces re´sultats. Premie`-
rement, un e´nonce´ allant dans le sens de la conjecture abc, valable sur tout corps de nombres.
Un tel re´sultat n’e´tait connu que pour K = Q. Cf. [23] et [24].
The´ore`me 1.5. Pour tout corps de nombres K, il existe des nombres re´els γ1, γ2 et γ3
effectivement calculables, tels que, pour tout triplet (a, b, c) de nombres alge´briques non nuls
appartenant a` K et tels que a+ b = c, on ait
hK(a : b : c) ≤ exp{γ1 radK(a : b : c) + γ2 logDK + γ3}.
On peut choisir γ1 et γ3 de la forme α[K : Q], avec α constante absolue effectivement
calculable et γ2 = 2 [K : Q] − 1. On peut aussi choisir γ2 inde´pendante de [K : Q] (cf. la
remarque 6.4).
Nous en de´duisons ensuite une majoration de la hauteur des points S-entiers de IP1 \
{0, 1,∞} (corollaire 6.5) et des majorations de la hauteur des solutions S-entie`res de
plusieurs e´quations diophantiennes classiques (cf. la section 6.3).
Ce travail est organise´ de la fac¸on suivante. Dans la section 2 nous fixons les notations
utilise´es concernant les corps de nombres, de´finissons quelques notions de hauteur, ainsi que
le radical. Nous y de´montrons quelques lemmes pre´liminaires, dont une version affine du
the´ore`me de Chevalley-Weil et un lemme concernant le discriminant d’une extension de corps
de nombres, qui nous serons utiles a` plusieurs reprises.
Dans la section 3, nous expliquons les motivations a` l’hypothe`se 1.3 et donnons la de´mons-
tration du the´ore`me 1.4. L’e´tude du cas particulier ou` la courbe est la droite projective prive´e
de 0, 1 et l’infini se trouve dans la section 4. Dans la section 5, nous rendons effectifs, en
termes de hauteur, les e´nonce´s permettant de de´duire la finitude des points entiers d’une
courbe a` partir de celle d’une autre, si certains morphismes lient les deux courbes.
La dernie`re section est consacre´e a` des applications des re´sultats pre´ce´dents. Dans le pre-
mier paragraphe de la section 6, se trouve la de´monstration du the´ore`me 1.5. Au paragraphe
6.2 nous e´nonc¸ons le re´sultat sur les courbes de genre nul. On e´nonce ensuite, au paragraphe
6.3, les re´sultats concernant d’autres courbes.
2 Notations et pre´liminaires.
Dans tout le texte, K de´signe un corps de nombres, DK la valeur absolue de son discrim-
inant et MK l’ensemble de classes d’e´quivalence de ces valeurs absolues normalise´es de fac¸on
a` ce que la formule du produit pour un e´le´ment non nul x de K s’e´crive
∏
v∈MK
|x|dvv = 1, ou`
dv est le degre´ local en la place v.
Notons PK l’ensemble des ide´aux premiers de K et P l’ensemble des nombres premiers.
Si p ∈ PK divise le nombre premier p (i.e. p|p), on note ep = ordp(p) l’indice de ramification
de p au-dessus de p et fp le degre´ du corps re´siduel. Alors
dp = [Kp : Qp] = epfp,
∑
p|p
epfp = [K : Q] et NK/Q(p) = p
fp . (1)
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On pose |x|p = p
−ordp(x)/ep et, pour toute place v de MK , on pose v(x) = − log |x|v, avec la
convention v(0) =∞.
Si S est un ensemble fini de places du corps K contenant les places archime´diennes, OK
et OK,S de´signent respectivement l’anneau des entiers et l’anneau des S-entiers de K.
Si v est une place ultrame´trique de K correspondant a` l’ide´al premier p, N(v) = NK/Q(p)
de´signe la norme de l’ide´al p (et on identifie v a` p). Si v est une place archime´dienne, on pose
N(v) = 1. Souvent dans le texte, on conside´rera
ΣS =
∑
v∈S
logN(v).
Si L est une extension finie de K, et S′ est l’ensemble de places de L qui e´tendent celles de
S, alors ΣS′ =
∑
p∈S
∑
q|p logN(q) ≤
∑
p∈S
∑
q|p
fq
fp
logN(p) ≤ [L : K] ΣS , i.e.
ΣS′ ≤ [L : K]ΣS. (2)
On note P (S) = {p ∈ P/ ∃p ∈ S, p|p} l’ensemble des caracte´ristiques re´siduelles de S, et
P leur maximum. On montre facilement que
([K : Q] card(P (S)))−1ΣS ≤ logP ≤ ΣS , (3)
et aussi que
card(S) ≤ [K : Q] card(P (S)). (4)
On note h : IPn(Q) −→ [0,∞) la hauteur logarithmique absolue de Weil, et, pour x dans
IPn(K), on note hK(x) = [K : Q]h(x) la hauteur relative a` K. Avec ces notations,
hL(x) = [L : K]hK(x). (5)
Si α est un nombre alge´brique, h(α) = h(α : 1). Si a, b, c sont des e´le´ments non nuls de K
tels que a+ b = c, on de´montre localement que
hK(a : b : c) ≤ hK(a : c) + [K : Q] log 2. (6)
Pour un point P = (x0 : x1 : x2) de IP
2(K), on de´finit (cf. [6]) le radical de P par :
radK(P ) =
∑
p∈I
logNK/Q(p),
ou` I = {p ∈ PK/ card{vp(x0), vp(x1), vp(x2)} ≥ 2}. Il de´pend du corps de rationalite´ K. Si
a, b et c sont des entiers rationnels premiers entre eux, on a radQ(a : b : c) = log
∏
p|abc p.
Pour tout r appartenant a` K, on pose Pr = (r : 1 − r : 1) ∈ IP
2(K) et on peut montrer
facilement que
radK(Pr) =
∑
p∈Hr
logN(p), (7)
ou` Hr = {p ∈ PK/ vp(r) < 0 ou vp(r) > 0 ou vp(1− r) > 0}.
Le lemme 2.1 sert a` de´montrer le the´ore`me 1.5 et le lemme 2.2. Ce dernier intervient dans
les de´monstrations du the´ore`me 1.4 et de la proposition 5.3.
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Lemme 2.1. Il existe un nombre re´el strictement positif, note´ dans toute la suite c0, tel
que pour tout corps de nombres K, tout ensemble fini S de places ultrame´triques de K, si
card(P (S)) ≥ 3, alors
card(P (S)) ≤ c0
ΣP (S)
log ΣP (S)
≤ c0
ΣS
log ΣS
.
De´monstration du lemme 2.1.
On note r = card(P (S)) et on remarque que ΣP (S) est supe´rieur ou e´gal a` la somme
Tr des logarithmes des r plus petits nombres premiers, et que ΣS =
∑
p∈S logN(p) =∑
p∈P (S)
∑
p|p fp log p ≥
∑
p∈P (S) log p = ΣP (S).
De plus, pour x ≥ e, la fonction x 7→ xlog x est croissante, et comme, pour r ≥ 3, on a
e ≤ Tr ≤ ΣP (S) ≤ ΣS, alors, d’apre`s le the´ore`me des nombres premiers, on obtient
r
c0
≤
Tr
log Tr
≤
ΣP (S)
log ΣP (S)
≤
ΣS
log ΣS
.
✷
Lemme 2.2. Soit L/K une extension de corps de nombres. Notons δL/K son discriminant
relatif et R = RL/K l’ensemble des places de MK correspondant aux ide´aux premiers au-
dessus desquels l’extension se ramifie, c’est-a`-dire tels que vp(δL/K) > 0. On de´signe par
P (R) l’ensemble des caracte´ristiques re´siduelles de R. Si card(P (R)) ≥ 3, alors
logDL ≤ [L : K]
(
logDK +ΣR + c0 [K : Q] log[L : K]
ΣR
log ΣR
)
.
De´monstration du lemme 2.2.
On a logDL = logNK/Q(δL/K) + [L : K] logDK et NK/Q(δL/K) =
∏
p∈RN(p)
ordp(δ).
D’apre`s le corollaire a` la proposition 2, §1 de [21],
ordp(δL/K) ≤ [L : K]− 1 + [L : K]ep
log[L : K]
log p
,
d’ou`
logNK/Q(δL/K) ≤
∑
p∈R
(
[L : K] + [L : K]ep
log[L:K]
log p
)
logN(p)
= [L : K]
(∑
p∈R logN(p) + log[L : K]
∑
p∈R epfp
)
= [L : K]
(
ΣR + log[L : K]
∑
p∈P (R)
∑
p|p epfp
)
= [L : K] (ΣR + [K : Q] log[L : K] card(P (R))) .
On conclut en appliquant le lemme 2.1 a` l’ensemble des places R. ✷
Dans toute la suite, U de´signe une courbe alge´brique affine de genre g de´finie sur K, U˜ la
normalise´e de U et C la courbe comple`te la contenant. On notera U∞ = C \ U˜ = {P1, . . . , Pt}
l’ensemble des “points a` l’infini”.
On notera hU une fonction hauteur de´finie sur la courbe U relative a` un diviseur de degre´
1. Par exemple, on peut prendre
hU = hf =
1
deg(f)
h ◦ f,
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ou` f ∈ K(U) est une fonction non constante sur U et h est la hauteur sur IP1(Q) de´finie
pre´ce´demment. Si g est une autre fonction non constante sur U , on a (cf., par exemple, le
the´ore`me B.5.9 de [12]), pour tout x de U(K),
|hg(x)− hf (x)| ≤ c
√
hf (x), (8)
ou` la constante c ne de´pend que de la courbe U et des fonctions g et f .
Soit D ∈ Div(C) un diviseur tre`s ample dont le support supp(D) est l’ensemble des
points U∞. On notera U(OK,S) l’ensemble des points K-rationnels de la courbe U qui ont des
coordonne´es dans l’anneau OK,S des S-entiers par rapport au plongement affine ΦD : U →֒
An, donne´ par D.
Notons C un mode`le de C au-dessus de S = Spec(OK,S), c’est-a`-dire que C −→ S est
un sche´ma projectif et plat, tel que sa fibre ge´ne´rique est isomorphe a` C. Alors U = C \
supp(D)
Zar
−→ S est un sche´ma dont la fibre ge´ne´rique est isomorphe a` U .
Un point x de U(K) est S-entier si et seulement s’il se prolonge en une section σx au-
dessus de S. Dans ce cas la`, pour tout ide´al premier p correspondant a` une place v de S, le
point x est p-entier (i.e. vp(x) ≥ 0) et σx(p) appartient a` la fibre spe´ciale Up. Nous identifions
l’ensemble des points S-entiers de la courbe U avec l’ensemble U(S) des morphismes de S
dans U au-dessus de Spec(K), via l’isomorphisme
U(OK,S) ≃ U(S)
x 7→ σx.
Pour les de´monstrations du the´ore`me 1.4 et de la proposition 5.3, nous aurons besoin des
lemmes 2.4 et 2.5. Nous de´montrons ce dernier en utilisant le lemme suivant.
Lemme 2.3. Soient K un corps de nombres et S un ensemble fini de places de K. Les
reveˆtements e´tales de Spec(OK,S) sont des re´unions finies de Spec(OL,S′) ou` L/K est une
extension finie, de degre´ [L : K] infe´rieur ou e´gal au degre´ du reveˆtement, non ramifie´e en
dehors de l’ensemble S, et S′ = {w ∈ML/ ∃v ∈ S, w|v}.
De´monstration du lemme 2.3.
On pose A = OK,S et Y = Spec(A). Soit X un reveˆtement e´tale de Y et X = ∪i∈IXi sa
de´composition en composantes connexes. L’ensemble I est fini et, pour tout i ∈ I, Xi est un
reveˆtement e´tale connexe de Y .
Soit i ∈ I. On note Li = R(Xi) l’anneau des fonctions rationnelles de Xi et Y
′
i le normalise´
de Y dans Li. D’apre`s le corollaire 10.2 de [9] I, Xi est isomorphe a` Y
′
i . Or, d’apre`s le corollaire
10.3 de [9] I, le foncteur X 7→ R(X) e´tablit une e´quivalence entre la cate´gorie des reveˆtements
e´tales connexes de Y et celle des extensions finies L/K non ramifie´es sur Y = Spec(OK) \ S,
donc Li/K est une extension finie non ramifie´e en dehors de S.
Comme le foncteur inverse est le foncteur normalisation, alors Xi a pour anneau le nor-
malise´ A′i de A dans Li, i.e. Xi = Spec(A
′
i) ou` A
′
i = OLi,S′i , et S
′
i est l’ensemble de places du
corps Li qui sont au-dessus de celles de S.
On a donc, X = ∪i∈ISpec(OLi,S′i), ce qui de´montre le lemme. ✷
Lemme 2.4. Soit f : X −→ Y un morphisme de courbes projectives, de´fini sur un corps de
nombres K. Il existe un ensemble fini S0 de places de K et des mode`les X et Y de X et de
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Y au-dessus de B = Spec(OK,S0) tels que f se prolonge en un morphisme f˜ : X −→ Y et, de
plus,
i) si f est fini, il en est de meˆme de f˜ , et dans ce cas, deg(f) = deg(f˜),
ii) si, en plus, f est non ramifie´ en dehors des points {P1, . . . , Pr} de Y , alors, pour tout
p ∈ B, le morphisme f˜ restreint a` la fibre Xp est non ramifie´ en dehors de {σP1(p), . . . , σPr(p)}.
Dans ce cas, X \ f−1({P1, . . . , Pr})
Zar
−→ Y \ {P1, . . . , Pr}
Zar
est un reveˆtement e´tale.
La de´monstration du lemme 2.4 repose sur le fait que si un nombre, un discriminant,
par exemple, est non nul, il en sera de meˆme pour sa re´duction modulo p, pour tout nombre
premier p sauf un nombre fini. On dit souvent que X, Y et f ont “bonne re´duction” en dehors
de S0.
Le lemme suivant est la version affine du the´ore`me de Chevalley-Weil (cf. [20] §4.2).
Lemme 2.5. Soient K un corps de nombres, S0 un ensemble fini de places de K et φ : V −→
W un reveˆtement e´tale de courbes affines de´fini sur Spec(OK,S0). Soient S1 un ensemble fini
de places de K, y un point S1-entier de la fibre ge´ne´rique de W et x un point de Vη(Q) qui
rele`ve y.
Alors le corps de de´finition L = K(x) du point x est une extension finie de K de degre´
[L : K] ≤ deg(φ), non ramifie´e en dehors de l’ensemble S = S1 ∪ S0. De plus, le point x se
prolonge en une section σx au-dessus de OL,S′ ou` S
′ = {w ∈ML/ ∃v ∈ S, w|v}.
De´monstration du lemme 2.5.
Le point y e´tant S-entier, ou` S = S0 ∪ S1, il nous fournit un morphisme de Spec(OK,S)
dans W. Conside´rons le produit fibre´ de V par Spec(OK,S) au-dessus de W :
Spec(OK,S)×W V −→ V
pr1 ↓ ↓ φ
Spec(OK,S) −→ W.
Le sche´ma Spec(OK,S) ×W V est obtenu a` partir de V par changement de base ; le
morphisme φ : V −→ W e´tant un reveˆtement e´tale, il en est donc de meˆme de pr1 :
Spec(OK,S) ×W V −→ Spec(OK,S) (cf. [9] IX proposition 1.3). De plus, le degre´ du mor-
phisme pr1 est e´gal a` celui de φ.
D’apre`s le lemme 2.3, Spec(OK,S) ×W V =
⋃
i∈I Spec(OLi,S′i), ou`, pour tout i ∈ I, l’ex-
tension Li/K est finie, de degre´ [Li : K] ≤ deg(pr1) = deg(φ), non ramifie´e en dehors de
l’ensemble S, et S′i = {w ∈MLi/ ∃v ∈ S, w|v}.
Par ailleurs, le point x de V a` valeurs dans Q correspond a` un morphisme Spec(Q) −→ V,
et l’inclusion OK,S ⊂ Q, nous fournit un autre morphisme ι : Spec(Q) −→ Spec(OK,S). Par
la proprie´te´ universelle du produit fibre´, on en de´duit qu’il existe un morphisme Spec(Q) −→⋃
i∈I Spec(OLi,S′i) tel que le diagramme suivant soit commutatif :
Spec(Q)
ι
$$H
HH
HH
HH
HH
HH
HH
HH
HH
))
x
,,YYY
YYYY
YYYY
YYYY
YYYY
YYYY
YYYY
YY
⋃
i Spec(OLi,S′i)

// V
φ

Spec(OK,S) //W.
Le spectre d’un corps e´tant re´duit a` un point, le sche´ma Spec(Q) = {(0)} s’envoie sur une
des composantes connexes de
⋃
i Spec(OLi,S′i), disons sur Spec(OL,S′).
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Ainsi, le morphisme x : Spec(Q) −→ V se factorise par Spec(OL,S′), ce qui revient a` dire
que x se prolonge en une section de V au-dessus de Spec(OL,S′). Ceci de´montre le lemme 2.5.
✷
3 De “Siegel uniforme” a` abc.
Dans le but d’e´tendre le re´sultat de L. Moret-Bailly [16] aux points S-entiers, nous avons
cherche´ a` formuler un raffinement du the´ore`me de Siegel. En suivant les lignes sugge´re´es par
N. Elkies (cf. [6] et aussi [8]), nous montrons dans [26] que la conjecture 1.1 impliquerait une
version effective du the´ore`me de Siegel, i.e. une borne pour la hauteur des points S-entiers,
ou` la de´pendance en l’ensemble de places S est mise en e´vidence. De plus, si le nombre cε,K
de la conjecture 1.1 e´tait explicite, cette borne serait elle aussi explicite.
On peut essayer de pre´ciser qu’elle pourrait eˆtre la de´pendance en K de cε,K. D.W. Masser
[15], en de´finissant un radical ramifie´, montre qu’il faut faire apparaˆıtre le logarithme de la
valeur absolue DK du discriminant avec un coefficient > 1. Conside´rons ce raffinement de la
conjecture abc, ce qui donnerait, avec la de´finition de radical de la section 2 (cf. [15] (1.12)),
cε,K ≤ 2(1 + ε) logDK + kε,[K:Q]. En rajoutant ceci dans la preuve du the´ore`me 1 de [26],
nous obtenons l’e´nonce´ suivant.
The´ore`me 3.1. Soient K un corps de nombres, U une courbe alge´brique affine de´finie sur
K telle que χ(U) soit strictement ne´gative, S un ensemble fini de places de K et hU,K une
fonction hauteur de´finie sur U(K) associe´e a` un diviseur de degre´ 1.
Supposons vraie la conjecture 1.1, avec cε,K ≤ 2(1 + ε) logDK + kε,[K:Q], ou` le nombre
kε,[K:Q] ne de´pend que de ε et du degre´ [K : Q].
Pour tout ε ∈]0,−χ(U)[ et tout point S-entier x de U , il existe une constante κ ne
de´pendant que du degre´ [K : Q], de la courbe U , du choix de la hauteur hU,K et de ε, telle
que
hU,K(x) ≤ −
1
ε+ χ(U)
∑
p∈S
logNK/Q(p)−
2
ε+ χ(U)
logDK + κ. (9)
De plus, si le nombre kε,[K:Q] e´tait effectif, il en serait de meˆme pour κ.
En nous inspirant d’une part par l’hypothe`se du type “Mordell effectif” fomule´e par L.
Moret-Bailly dans [16] et, d’autre part, par la borne (9), nous formulons l’hypothe`se 1.3. Nous
montrons ensuite (the´ore`me 1.4) comment une telle borne, valable sur une courbe donne´e,
impliquerait une version faible de la conjecture 1.1.
Remarque 3.2. 1) L’hypothe`se 1.3 est inde´pendante de la fonction hauteur choisie. (Cf.
l’ine´galite´ (8) de la section 2.)
2) L’hypothe`se 1.3 est trivialement fausse si on ne suppose pas χ(U) < 0.
L’hypothe`se 1.3 peut eˆtre vue comme l’analogue de plusieurs re´sultats concernant les corps
de fonctions. On y voit apparaˆıtre, en particulier, la de´pendance en l’ensemble de places S.
(Cf., par exemple, l’appendice de [25] pour des e´nonce´s plus de´taille´s.)
The´ore`me 3.3. Soient K = k(B) un corps de fonctions, C une courbe de´finie sur K et h une
fonction hauteur de´finie sur C associe´e a` un diviseur de C de degre´ 1. Soit U un ouvert affine
de C tel que χ(U) < 0. Alors pour toute extension finie L = k(B′) de K et tout ensemble fini
S de places de L, on a, pour tout point S-entier P de U(OL,S),
hL(P ) ≤ c1 card(S) + c2 (2 gL − 2) + c3,
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ou` hL = [L : K]h et gL = g(B
′) de´signe le genre de l’extension L et les nombres c1 et c2 ne
de´pendent que de la courbe U et c3 de´pend de U , du choix de la hauteur h et du degre´ [L : K].
Remarquons que 2gL−2 (respectivement card(S)) est l’analogue pour les corps de fonctions
de logDL (resp.
∑
p∈S logN(p)).
Le the´ore`me 3.3 re´sulte de trois types de re´sultats connus. Dans le cas ou` le genre est nul
et que la courbe a au moins trois points a` l’infini, on peut prendre c1 = c2 = 1 =
1
−χ(U) . (C’est
essentiellement le the´ore`me de R.C. Mason (lemme 2 de [14]), analogue de la conjecture abc.)
Dans le cas ou` g et t sont e´gaux a` 1, on peut prendre c1 = c2 = 2 =
2
−χ(U) . (Voir, par exemple,
le re´sultat de M. Hindry et J. Silverman [11].) Dans le cas ou` le genre g est supe´rieur ou e´gal
a` 2 et t est nul, on peut prendre c1 = 0 et c2 =
2+ε
−χ(U)(cf. les travaux de P. Vojta [28], L.
Szpiro [27] et H. Esnault et E. Viehweg [7]).
D’apre`s la borne (9) ainsi que les re´sultats sur les corps de fonctions ici mentionne´s, une
version optimiste de l’hypothe`se 1.3 serait de conside´rer des constantes k1 et k2 inde´pendantes
de δ, peut-eˆtre de´pendant que de la caracte´ristique d’Euler-Poincare´ de la courbe. (Le nombre
c3 de´pendra de la courbe, du choix de la fonction hauteur et du degre´ de l’extension de corps
de nombres.)
De´monstration du the´ore`me 1.4.
Soit U une courbe affine de´finie sur un corps de nombres K, de genre g et ayant t points
a` l’infini, note´s {P1, . . . , Pt}, et telle que χ(U) < 0. Soit C la courbe projective la contenant.
On applique le the´ore`me 1.2 a` la courbe C. Soit f : C −→ IP1 une fonction de Bely˘ı de
degre´ d, non ramifie´e en dehors de 0, 1 et l’infini, et telle que f({P1, . . . , Pt}) ⊂ {0, 1,∞}.
On note Xf = C \ f
−1({0, 1,∞}) la courbe affine obtenue a` partir de C en lui enlevant les
points de ramification de la fonction f et Y = IP1 \ {0, 1,∞}. D’apre`s le lemme 2.4, il existe
un ensemble fini S0 de places de K et des mode`les X et Y de C et, respectivement de IP
1
au-dessus de Spec(OK,S0) tels que, si on note X
′ = X \ f−1({0, 1,∞}) et Y ′ = Y \ {0, 1,∞},
alors f˜ : X ′ −→ Y ′ est un reveˆtement e´tale de degre´ d.
Soient a, b et c des nombres alge´briques non nuls appartenant a` K tels que a+ b = c. On
pose
S1 = {p ∈ PK/ vp(a/c) < 0 ou vp(a/c) > 0 ou vp(b/c) > 0},
de fac¸on a` ce que
∑
p∈S1
logN(p) = radK(a : b : c).
Plongeons Y = IP1 \ {0, 1,∞} dans A3 a` l’aide des fonctions x = T, y = 1T et z =
1
1−T .
Le point y = (ac : 1) de la courbe Y a pour coordonne´es afines (
a
c ,
c
a ,
c
b). Comme les nombres
a
c ,
b
c et
c
a sont des S1-unite´s, y est un point S1-entier de Y .
Soit x dansXf (Q) un ante´ce´dent par f de y. D’apre`s le lemme 2.5 applique´ a` f˜ : X
′ −→ Y ′,
le corps de de´finition L = K(x) du point x est une extension finie de K de degre´ [L : K] ≤
deg(f) = d, non ramifie´e en dehors de l’ensemble S = S0 ∪ S1, et, de plus, le point x se
prolonge en une section σx au-dessus de OL,S′ ou` S
′ = {q ∈ML/ ∃p ∈ S, q|p}.
Appliquons l’hypothe`se 1.3 a` la courbe U de´finie sur K, a` δ = d, a` l’extension de corps
de nombres L/K de degre´ [L : K] ≤ δ, a` la fonction hauteur hU,L = hf,L =
1
deg(f)(hL ◦ f)
relative a` la fonction de Bely˘ı f et au corps L, a` l’ensemble de places S′ ⊂ML et au point x
de Xf ⊂ U qui rele`ve y. On a
hf,L(x) ≤ k1
∑
q∈S′
logNL/Q(q) + k2 logDL + k3, (10)
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ou` les constantes ki(U, hf , d)i∈{1,2,3} ne de´pendent pas du point x ni de a, b et c.
Regardons les e´le´ments qui apparaissent dans cette ine´galite´.
D’apre`s l’e´galite´ (5), et parce que f(x) = (ac : 1),
hf,L(x) =
1
deg(f)
hL(f(x)) =
[L : K]
d
hK(a : c).
D’apre`s l’ine´galite´ (6), hK(a : c) ≥ hK(a : b : c)− [K : Q] log 2, et comme, [L : K] ≤ d, alors
hf,L(x) ≥
[L : K]
d
hK(a : b : c)− [K : Q] log 2. (11)
Graˆce a` la formule (2) on a
ΣS′ ≤ [L : K] ΣS . (12)
Pour majorer la valeur absolue du discriminant DL du corps L, par rapport a` celle du
corps de base K, quitte a` e´largir S0 pour que card(P (S)) ≥ 3, on applique le lemme 2.2 a`
l’extension L/K, qui d’apre`s le lemme 2.5 a pour ensemble de ramification RL/K ⊂ S. D’ou`
logDL ≤ [L : K]
(
logDK +ΣS + c0[K : Q] log[L : K]
ΣS
log ΣS
)
. (13)
En remplac¸ant dans l’ine´galite´ (10) les ine´galite´s (11), (12) et (13), et en remarquant que
ΣS =
∑
p∈S0∪S1
logN(p) ≤
∑
p∈S0
logN(p) +
∑
p∈S1
logN(p) = radK(a : b : c) + k0,
ou` k0 = ΣS0 ne de´pend que de la courbe U et du choix de la fonction de Bely˘ı, on obtient
l’ine´galite´
hK(a : b : c) ≤ γ1 radK(a : b : c) + γ2
radK(a : b : c) + k0
log(radK(a : b : c) + k0)
+ γ3,
ou` γ1 = (k1 + k2) d, γ2 = c0 k2 d log d [K : Q]
et γ3 = d k2 logDK + d ([K : Q] log 2 + k0(k1 + k2) + k3) .
Les constantes (γi)1≤i≤3 et k0 de´pendent de la courbe U et du corps de nombres K qui
ont e´te´ fixe´s au de´but de la de´monstration, mais pas du point y = (ac : 1). Ceci ache`ve la
de´monstration du the´ore`me 1.4. ✷
4 IP1 \ {0, 1,∞}, e´quation aux S-unite´s et conjecture abc.
Dans le cas ou` notre courbe affine U est IP1 \ {0, 1,∞}, la situation est beaucoup plus
simple : on n’a pas besoin de toute la force de la conjecture abc pour borner la hauteur des
points S-entiers de IP1 \{0, 1,∞} ; ni d’une hypothe`se de type “Siegel uniforme” sur la courbe
qui fasse intervenir une extension de corps, pour aboutir a` la conjecture abc.
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The´ore`me 4.1. Soient K un corps de nombres et φ une fonction positive croissante de´finie
sur R+ et de´pendant e´ventuellement de K. On conside`re les assertions suivantes :
i) pour tout triplet (a, b, c) de nombres alge´briques appartenant au corps de nombres K,
non nuls et tels que a+ b = c, on a
hK(a : b : c) ≤ φ(radK(a : b : c)) + ω [K : Q] log 2;
ii) pour tout ensemble fini S de places de K et tout couple (u, v) de S-unite´s ve´rifiant
l’e´quation u+ v = 1, on a
max{hK(u), hK(v)} ≤ φ (ΣS) .
L’assertion i) avec ω = 0 implique l’assertion ii).
L’assertion ii) implique l’assertion i) avec ω = 1.
La conjecture 1.1 est obtenue a` partir de l’assertion i) en prenant φ(x) = (1 + ε)x+ cε,K .
The´ore`me 4.2. Soient K un corps de nombres, S un ensemble fini de places de K et BK,S
un nombre re´el positif. En plongeant U = IP1 \ {0, 1,∞} dans l’espace affine A3, on peut
choisir la hauteur hU,K de fac¸on a` avoir une e´quivalence entre :
i) tout couple (u, v) de S-unite´s tel que u+ v = 1, ve´rifie
max{hK(u), hK(v)} ≤ BK,S; et
ii) tout point S-entier P de IP1 \ {0, 1,∞} ve´rifie
hU,K(P ) ≤ BK,S.
L’assertion ii) ci-dessus avec BK,S = c1ΣS + c2 est le cas particulier de l’hypothe`se 1.3,
lorsque U = IP1 \ {0, 1,∞} et δ = 1.
Si l’on conside`re des points entiers sur Z, i.e. K = Q et S = M∞K , les the´ore`mes 4.1 et
4.2 sont vides car l’ensemble U(Z) est lui-meˆme vide, ainsi que l’ensemble des solutions de
l’e´quation u+ v = 1. Le proble`me n’est inte´ressant que si l’on fait varier S.
De´monstration du the´ore`me 4.1.
On fixe K et φ ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me.
L’assertion i) implique l’assertion ii).
Soient S un ensemble fini de places de K et u, v des S-unite´s de K ve´rifiant l’e´quation
u+ v = 1. On pose u = ac et v =
b
c avec a, b et c des e´le´ments non nuls de K. Alors
u+ v = 1⇔ a+ b = c.
On a hK(a : b : c) = hK(u : v : 1) ≥ max{hK(u), hK(v)} et, d’apre`s l’e´galite´ (7),
radK(a : b : c) = radK(u : 1− u : 1) =
∑
p∈Hu
logN(p),
ou` Hu = {p ∈ PK/ vp(u) < 0 ou vp(u) > 0 ou vp(1− u) > 0}.
Comme u et 1 − u sont des S-unite´s, si la valuation vp n’appartient pas a` S, alors vp(u)
et vp(1 − u) sont nulles, et donc la valuation vp n’appartient pas a` Hu, c’est-a`-dire que
(vp ∈ Hu ⇒ vp ∈ S) i.e. Hu ⊂ S. On en de´duit que
radK(a : b : c) ≤
∑
p∈S
logN(p) = ΣS .
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Par hypothe`se, hK(a : b : c) ≤ φ(radK(a : b : c)) et comme la fonction φ est croissante,
max{hK(u), hK(v)} ≤ φ (ΣS) .
✷
L’assertion ii) implique l’assertion i).
Soient a, b et c des nombres alge´briques appartenant a` K, non nuls et ve´rifiant a+ b = c.
On pose S = {p ∈ PK/ vp(a/c) 6= 0 ou vp(b/c) > 0}. Alors
u =
a
c
et v =
b
c
sont des S-unite´s qui ve´rifient l’e´quation u+ v = 1. On leur applique l’assertion ii). Comme
a + b = c, d’apre`s l’ine´galite´ (6), et parce que hK(a : c) = hK(u), on a hK(a : b : c) ≤
max{hK(u), hK(v)} + [K : Q] log 2 et, d’apre`s le (7),
ΣS = radK(a : b : c).
On en de´duit que hK(a : b : c) ≤ φ (radK(a : b : c)) + [K : Q] log 2. ✷
De´monstration du the´ore`me 4.2.
On plonge U = IP1 \ {0, 1,∞} dans A3 a` l’aide des fonctions x = T, y = 1T et z =
1
1−T .
On pose aussi t = 1− x. Les fonctions x et t prennent aux points S-entiers de U des valeurs
dans OK,S et on a les relations
xy = 1, zt = 1 et x+ t = 1,
ce qui veut dire que x et t sont des S-unite´s de somme 1.
Ainsi, a` un point P de U(OK,S) on associe, en posant u = x(P ) et v = t(P ), un couple
(u, v) de S-unite´s ve´rifiant u+ v = 1, auxquelles nous pouvons appliquer l’assertion i).
Re´ciproquement, a` un couple (u, v) de S-unite´s ve´rifiant l’e´quation u + v = 1, on fait
correspondre le point S-entier P de IP1 \ {0, 1,∞} tel que x(P ) = u, auquel nous appliquons
l’assertion ii). Par syme´trie, nous pouvons supposer que hK(v) ≤ hK(u).
En choisissant hU,K = hK ◦ x, on a le re´sultat cherche´ dans les deux situations. ✷
Remarque 4.3. On peut conside´rer une e´quation aux unite´s plus ge´ne´rale.
Soient A et B des e´le´ments deK non nuls. E´tant fixe´s le corps de nombres K et la fonction
φ, l’assertion ii) du the´ore`me 4.1 est e´quivalente a` :
ii’) Pour tout ensemble fini S de places de K et tout couple (u, v) de S-unite´s ve´rifiant
l’e´quation Au+Bv = 1, on a
max{hK(u), hK(v)} ≤ φ (ΣS + cAB) + c
′
AB ,
ou` cAB = ΣTAB , TAB = {p ∈ PK/ vp(A) 6= 0 ou vp(B) 6= 0} et c
′
AB = hK(A
−1 : B−1 : 1).
De´monstration de la remarque 4.3.
Dans le sens re´ciproque c’est trivial, il suffit de prendre A = B = 1. On a alors cAB =
c′AB = 0. Pour le sens direct, supposons vraie l’assertion ii). Soient A,B ∈ K non nuls, S
un ensemble fini de places de K et u, v ∈ O∗K,S ve´rifiant l’e´quation Au + Bv = 1. Posons
S′ = S ∪ TAB. Alors Au et Bv sont des S
′-unite´s auxquelles on applique la borne de ii).
Comme la fonction φ est croissante, on obtient
hK(Au : Bv : 1) ≤ φ (ΣS′) ≤ φ (ΣS +ΣTAB ) .
On conclut en remarquant que hK(u : v : 1) ≤ hK(Au : Bv : 1) + hK(A
−1 : B−1 : 1). ✷
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5 Morphismes de re´duction.
Depuis les travaux de C.L. Siegel, il est connu que la recherche de solutions (S-)entie`res sur
certaines e´quations diophantiennes, peut se ramener a` la re´solution de l’e´quation u + v = 1
en (S-)unite´s. C’est ainsi que le re´sultat (effectif) de A. Baker sur l’e´quation aux unite´s
(obtenu graˆce a` son ce´le`bre the´ore`me sur les formes line´aires de logarithmes) a e´te´ e´tendu a`
d’autres e´quations. Dans [20] §8.1, J.-P. Serre donne deux e´nonce´s permettant de de´duire la
finitude des points entiers d’une courbe, a` partir d’une autre, a` l’aide de certains morphismes.
Le principe de re´duction est explicite de fac¸on tre`s ge´ome´trique et claire dans [20] et de´ja`
pre´sent implicitement dans [13]. Pour le premier e´nonce´, on demande que le morphisme soit
fini, et pour le second, qu’il soit un reveˆtement e´tale. Ces deux re´sultats sont ici rendus
“effectifs” au sens ou` l’on borne la hauteur des points S-entiers en fonction de S, ainsi que du
corps de rationalite´ de la courbe. Nous avons choisi d’exprimer la de´pendance en l’ensemble
S avec ΣS =
∑
v∈S logN(v), mais aussi avec son cardinal et le maximum des caracte´ristiques
re´siduelles, maxP (S), qui apparaissent souvent dans la lite´rature. (On peut comparer ces
quantite´s entre elles a` l’aide des ine´galite´s de la section 2.)
E´tant fixe´s un corps de nombres K, une courbe affine U de´finie sur K, une fonction
hauteur hU de´finie sur U , et un entier naturel n ≥ 1, on conside`re la proprie´te´ “effective” de
finitude suivante.
Proprie´te´ 5.1. (PU,K,n)
Il existe une fonction positive BU en cinq variables, croissante en chaque variable, telle
que, pour toute extension L/K de degre´ [L : K] ≤ n, tout ensemble fini T de places de L et
tout point x de U(OL,T ), on ait
hU (x) ≤ BU (ΣT , card(T ),maxP (T ), logDL, [L : Q]).
Cette proprie´te´ ne de´pend pas de la fonction hauteur choisie (cf. l’ine´galite´ (8)). En re-
vanche, la fonction BU en de´pend.
Proposition 5.2. Soient φ : X −→ Y un morphisme fini de courbes alge´briques affines de´fini
sur un corps de nombres K et hX et hY des hauteurs sur X et Y . Supposons que la courbe
Y ve´rifie la proprie´te´ (PY,K,n) pour n = 1 et une fonction BY .
Alors la courbe X ve´rifie la proprie´te´ (PX,K,n) pour n = 1 et une fonction BX . De plus,
on peut choisir la fonction BX ve´rifiant :
il existe des re´els uφ, vφ et wφ ne de´pendant que de φ : X −→ Y , et γ > 0, tels que
BX(u, v, w, z, d) = γ BY (u+ uφ, v + vφ, w +wφ, z, d).
Proposition 5.3. Soit φ : X −→ Y un morphisme de courbes alge´briques affines de degre´
dφ, de´fini sur un corps de nombres K. Supposons φ fini, surjectif et non ramifie´. Soient hX
et hY des fonctions hauteurs sur X et Y , respectivement. Soit n ≥ dφ et supposons que la
courbe X ve´rifie la proprie´te´ (PX,K,n) pour une fonction BX .
Alors la courbe Y ve´rifie la proprie´te´ (PY,K,δ) pour δ =
n
dφ
et une fonction BY . De plus,
on peut choisir la fonction BY ve´rifiant :
il existe des re´els uφ, vφ et wφ ne de´pendant que de φ : X −→ Y , et γ > 0, tels que
BY (u, v, w, z, d) = γ BX(dφ(u+ uφ), dφ(v + vφ), w + wφ, γd, dφ d),
ou` γd = dφ(z + u+ uφ + c0 d log(dφ)
u+uφ
log(u+uφ)
) et c0 est la constante absolue du lemme 2.1.
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Sous les hypothe`ses de la proposition 5.3, si Y ve´rifie (PY,K,n), alors X ve´rifie (PX,K,n).
Remarque 5.4. Dans les propositions 5.2 et 5.3, on peut choisir uφ = ΣSφ, vφ = card(Sφ)
et wφ = maxP (Sφ), ou` Sφ est l’ensemble fini des places en lesquelles les courbes X ou Y ou
le morphisme φ ont “mauvaise re´duction”. Le nombre γ de´pend du morphisme φ : X −→ Y ,
ainsi que des choix des hauteurs hX et hY .
Remarque 5.5. Notons toutefois que nous ne pouvons pas appliquer la proposition 5.2
a` la fonction de Bely˘ı associe´e a` une courbe U pour borner la hauteur de ses points S-
entiers a` partir des bornes inconditionnelles connues pour la hauteur des points S-entiers de
IP1 \ {0, 1,∞}. En effet, le the´ore`me de Bely˘ı nous permet d’appliquer la proposition 5.2 a`
l’ouvert X = Xf , et non pas a` U , car il nous donne l’inclusion f(U∞) ⊂ {0, 1,∞}, mais pas
l’e´galite´.
De´monstration de la proposition 5.2.
Soient hX et hY deux fonctions hauteurs de´finies respectivement sur la courbe X et la
courbe Y , associe´es a` des diviseurs de degre´ 1. Alors la fonction 1deg(φ)hY ◦ φ est une hauteur
sur X associe´e a` un diviseur de degre´ 1. D’apre`s la the´orie des hauteurs (cf. l’ine´galite´ (8)),
pour tout point rationnel x de X, on a
hX(x) ≤
1
deg(φ)
hY (φ(x)) +O(
√
hY (φ(x))),
ou` la constante implicite ne de´pend que des courbes X et Y , des hauteurs hX et hY et du
morphisme φ.
Si S est un ensemble fini de places du corps K et si le point x est S-entier, alors φ(x) est
un point S′-entier de la courbe Y , ou` S′ = S ∪ Sφ pour un ensemble fini Sφ ne de´pendant
que du morphisme φ : X −→ Y . En remarquant d’une part que ΣS′ ≤ ΣS + ΣSφ , que
card(S′) ≤ card(S) + card(Sφ) et que maxP (S
′) ≤ maxP (S) + maxP (Sφ), et d’autre part
que la fonction BY est positive et croissante, on obtient
hY (φ(x)) ≤ BY (ΣS +ΣSφ , card(S) + card(Sφ),maxP (S) + maxP (Sφ), logDK , [K : Q]);
ce qui nous permet de conclure. ✷
De´monstration de la proposition 5.3.
Soit L/K une extension de corps de degre´ [L : K] ≤ ndφ .
Notons X (respectivement Y ) la comple´te´e deX (resp. de Y ) etX∞ = X\X (resp. Y∞) les
points “a` l’infini”. Le morphisme φ : X −→ Y s’e´tend en un morphisme (toujours note´ φ) de
X vers Y . Comme il est fini, φ−1(Y∞) = X∞. D’apre`s le lemme 2.4, il existe un ensemble fini
Sφ de places de L en dehors duquel φ s’e´tend en un reveˆtement e´tale φ˜ : X \X∞ −→ Y \Y∞.
Soient S un ensemble fini de places de L et y un point S-entier de Y . Comme le morphisme
φ est surjectif, on peut relever le point y en un point x de X(Q).
D’apre`s le lemme 2.5, le corps de rationalite´ M = L(x) de x est une extension finie, de
degre´ [M : L] ≤ dφ et non ramifie´e en dehors de l’ensemble S ∪ Sφ. De plus, le point x est
S′-entier, ou` S′ est l’ensemble de places de M au-dessus de celles de S ∪ Sφ.
Soit hX une fonction hauteur de´finie sur la courbe X. Comme [M : K] ≤ dφ
n
dφ
= n,
appliquons l’hypothe`se a` la fonction hauteur hX , a` l’extension M de K, a` l’ensemble de
places S′ et au point x qui rele`ve y. On a
hX(x) ≤ BX(ΣS′ , card(S
′),maxP (S′), logDM , [M : Q]).
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En appliquant l’ine´galite´ (2), on a ΣS′ ≤ [M : L]ΣS∪Sφ ≤ dφ(ΣS + Σφ). De plus, card(S
′) ≤
[M : L] card(S ∪Sφ) ≤ dφ (card(S) + card(Sφ)) et maxP (S
′) = maxP (S∪Sφ) ≤ maxP (S)+
maxP (Sφ). Graˆce au lemme 2.2, on majore la valeur absolue du discriminant de l’extension
M en fonction de celle du corps de base L. On a logDM ≤ γL, ou`
γL = dφ
(
logDL +ΣS +ΣSφ + c0 [L : Q] log(dφ)
ΣS +ΣSφ
log(ΣS +ΣSφ)
)
et c0 est la constante du lemme 2.1. D’ou`
hX(x) ≤ BX(dφ (ΣS +ΣSφ), dφ (card(S) + card(Sφ)),maxP (S) + maxP (Sφ), γL, dφ [L : Q]).
Par ailleurs, si hY est une fonction hauteur de´finie sur la courbe Y et associe´e a` un diviseur
de degre´ 1, alors 1dφ (hY ◦ φ) est une fonction hauteur de´finie sur la courbe X associe´e a` un
diviseur de degre´ 1 et on a (cf. l’ine´galite´ (8))
hY (y) ≤ dφ hX(x) +O(
√
hX(x)),
ou` la constante implicite ne de´pend que de X,Y, hX , hY et φ, et on peut conclure. ✷
Corollaire 5.6. Les the´ore`mes 4.1 et 4.2 impliquent le the´ore`me 1.4.
De´monstration du corollaire 5.6.
L’hypothe`se 1.3 peut eˆtre vue comme la collection des proprie´tes (PU,K,δ) pour tout δ ≥ 1,
avec la fonction BU(u, v, w, z, d) = k1 u+ k2 z + k3.
D’apre`s les the´ore`mes 4.1 et 4.2, qui montrent ensemble qu’un e´nonce´ du type “Siegel
Uniforme” pour IP1\{0, 1,∞} impliquerait la conjecture abc, le the´ore`me 1.4 peut eˆtre obtenu
en appliquant la proposition 5.3 a` une fonction de Bely˘ı f associe´e a` la courbe U . Si la courbe
U est de´finie sur un corps K, en prenant δ = deg(f), on obtient un e´nonce´ allant dans le sens
de la conjecture abc valable sur K. (Cf. le the´ore`me 1.5.) ✷
6 Applications.
Commenc¸ons par e´noncer le the´ore`me de Y. Bugeaud et K. Gyo¨ry [5] (concernant l’e´quation
aux unite´s) et le the´ore`me de Yu. Bilu [2] (version effective du the´ore`me de Siegel pour les
reveˆtements galoisiens de la droite projective), qui nous permettent d’obtenir un re´sultat
inconditionnel : le the´ore`me 1.5.
The´ore`me 6.1. (Bugeaud-Gyo¨ry) Soient K un corps de nombres, H un nombre re´el ≥ e,
A et B des e´le´ments non nuls de K tels que max{h(A), h(B)} ≤ logH et T un ensemble fini de
places de K contenant les places archime´diennes. Les solutions u, v de l’e´quation Au+Bv = 1
appartenant a` O∗K,T ve´rifient
max{h(u), h(v)} ≤ γP [K:Q]RT (log
+RT )(log
+(PRT )/ log
+ P ) logH,
ou` γ est un nombre re´el de´pendant de [K : Q] et de card(T ), P est le maximum des
caracte´ristiques re´siduelles de T , RT est le T -re´gulateur et log
+(.) est une notation pour
max{log ., 1}.
Pre´cise´ment, γ = c
card(T )+1
K (card(T ))
5 card(T )+10, ou` cK ≥ 1 ne de´pend que de [K : Q].
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The´ore`me 6.2. (Bilu) Soient K un corps de nombres, C une courbe alge´brique projective de
genre g ≥ 1, de´finie sur K et x ∈ K(C) une fonction non constante telle que x : C −→ IP1 soit
un reveˆtement galoisien (i.e. Q(C)/Q(x) et une extension galoisienne). Pour tout ensemble
fini S de places de K contenant les places archime´diennes, on pose
C(x,K, S) = {P ∈ C(K)/ x(P ) ∈ OK,S}.
Soient y ∈ K(C) telle que K(C) = K(x, y) et f(X,Y ) ∈ K[X,Y ] un polynoˆme se´parable
non nul tel que f(x, y) = 0. On pose m = degX(f) et n = degY (f). Pour tout P de C(x,K, S)
on a
h(x(P )) ≤ PN1[K:Q]

DK∏
p∈S
NK/Q(p)


N2
eψ,
ou` ψ = 100 card(S)N2 (log(N card(S)) +O(1))+[K : Q]N3 (h(g) +O(N)), N = max{m,n, 3},
N1 = max{n
5, 16n2m2, 256m3}, N2 = max{n
4, 10m2n} et N3 = max{mn
7, 500m2n4}, h(g)
de´signe la hauteur du polynoˆme g, a` savoir, la hauteur du point de l’espace projectif de´fini par
les coefficients de g, et P est le maximum des caracte´ristiques re´siduelles de l’ensemble S.
L’ine´galite´ du the´ore`me 1.5 est du meˆme ordre (exponentiel) que celle des re´sultats
pre´ce´dents de Stewart-Tijdeman [23] et Stewart-Yu [24], et les constantes sont de qualite´
infe´rieure ; elle a ne´anmoins l’avantage d’eˆtre valable pour tout corps de nombres.
The´ore`me 6.3. (Stewart-Yu) Il existe une constante η > 0 effectivement calculable telle
que, pour tout triplet (a, b, c) d’entiers naturels positifs, premiers entre eux et ve´rifiant a+b =
c, on ait
h(a : b : c) < η radQ(a : b : c)
3 exp
(
1
3
radQ(a : b : c)
)
.
Le the´ore`me 6.3 correspond a` l’assertion i) du the´ore`me 4.1 ou` le corps de nombres est Q,
la fonction φ est de´finie par φ(x) = ηx3 exp(13x) et ω = 0.
6.1 Vers abc.
Pour obtenir le the´ore`me 1.5, on majore les termes de la borne du the´ore`me 6.1 faisant
intervenir l’ensemble T , a` savoir P , RT et card(T ), en fonction de DK et de ΣT , et on applique
le the´ore`me 4.1 a` la fonction φ de ΣT ainsi obtenue.
De´monstration du the´ore`me 1.5.
Soit T un ensemble fini de places du corps K et u et v des T -unite´s ve´rifiant l’e´quation
u + v = 1, auxquelles on applique le the´ore`me 6.1. On de´signe par ci des nombres re´els ne
de´pendant que du degre´ [K : Q] et on pose S = T ∩ PK .
La remarque 1 de [5] nous donne log
+(PRT )
log+ P
≤ 2 log+RT . Quitte a` e´largir S (ce qui
modifie le´ge´rement les nombres ci ne de´pendant ni de S ni de DK), nous pouvons supposer
que card(P (S)) ≥ 3 et ΣS ≥ e. Alors log
+RT = logRT et RT log
+RT
log+(PRT )
log+ P
≤ 2R2T . En
appliquant succesivement le lemme 3 de [5] et le lemme 8 de [4], on obtient
RT ≤ RK hK
∏
p∈S
logN(p) ≤ c1
√
DK (logDK)
[K:Q]−1
∏
p∈S
logN(p),
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ou` hK de´signe le nombre de classes. On a alors
max{hK(u), hK(v)} ≤ c2 γ(T,[K:Q])P
[K:Q]DK (logDK)
2[K:Q]−2 (
∏
p∈S
logN(p))2. (14)
D’apre´s l’ine´galite´ (3) nous avons P [K:Q] ≤ exp{[K : Q] ΣS}. En appliquant l’ine´galite´ (4) et le
lemme 2.1 on obtient card(S) ≤ c0 [K : Q]
ΣS
log ΣS
et comme card(T ) ≤ card(S)+[K : Q], alors
γ ≤ exp{c3 ΣS}. D’apre`s l’ine´galite´ arithme´tico-ge´ome´trique,
∏
p∈S logN(p) ≤ (ΣS)
card(S).
D’ou` l’existence de re´els γ1 et γ3 effectivement calculables et ne de´pendant que de [K : Q],
tels que
max{hK(u), hK(v)} ≤ exp{γ1ΣS + logDK + (2 [K : Q]− 2) log logDK + γ3}.
On conclut en appliquant le the´ore`me 4.1 a` la fonction φ(x) = exp{γ1 x+γ2 logDK+γ3},
avec γ2 = 2[K : Q]− 1. ✷
Remarque 6.4. Bien que la borne de l’hypothe`se 1.3 soit plus forte que celle du the´ore`me
6.2, nous pouvons de´duire de ce dernier, en reprenant la de´monstration du the´ore`me 1.4, le
the´ore`me 1.5. Nous obtenons ainsi une constante absolue γ2, inde´pendante du degre´ [K : Q].
De´monstration de la remarque 6.4.
Soient K un corps de nombres et a, b et c des e´le´ments non nuls de K tels que a+ b = c.
Posons S1 = {p ∈ PK/ vp(
a
c ) 6= 0 ou vp(
b
c) > 0}, de fac¸on a` ce que ΣS1 = radK(a : b : c) et
que (a : c) ∈ (IP1 \ {0, 1,∞})(OK,S).
Soient U la courbe d’e´quation affine y2 = x3 − x et C la courbe projective correspondant
a` l’e´quation homoge`ne Y 2Z = X3 −XZ2. Notons P∞ = (0 : 1 : 0) le point a` l’infini.
Soit f une fonction de Bely˘ı associe´e a` la courbe C telle que f(P∞) ⊂ {0, 1,∞}. Posons
d = deg(f). Soit p un point de C \ f−1({0, 1,∞}) ⊂ U qui rele`ve le point S-entier (a : c).
D’apre`s les lemmes 2.4 et 2.5, il existe un ensemble fini S0 d’ide´aux premiers de K, tel
que le corps de rationalite´ L = K(p) du point p soit une extension finie de degre´ [L : K] ≤ d,
non ramifie´e en dehors de l’ensemble S = S0 ∪ S1 et le point p soit S
′-entier, ou` S′ de´signe
l’ensemble de places de L qui sont au-dessus de celles de S.
Quitte a` e´largir l’ensemble S0, supposons que card(P (S)) ≥ 3.
Au lieu de l’hypothe`se “Siegel Uniforme” (U,K), appliquons ici le the´ore`me 6.2 a` la
courbe C, au corps L, a` la fonction rationnelle x et au point S′-entier p. (Avec nos notations,
l’ensemble U(OL,S′) des points S
′-entiers de U est {(x, y) ∈ (OL,S′)
2/ y2 = x3 − x} et cet
ensemble est inclus dans celui conside´re´ par Yu. Bilu, C(x,L, S′). De plus, la hauteur du
polynoˆme de´finissant notre courbe est nulle.) Ainsi
hx(p) ≤ exp {N2(ΣS′ + logDL) +N1[L : Q] log P + ψ} ,
ou` ψ = 400N2card(S
′) (log(card(S′)) +N4)+[L : Q]N3, P est le maximum des caracte´ristiques
re´siduelles de l’ensemble S′ et N1, N2, N3 et N4 sont des constantes abolues, effectivement
calculables.
Ramenons-nous au corps K et a` l’ensemble S.
Comme [L : K] ≤ d, d’apre`s l’ine´galite´ (2) on a ΣS′ ≤ dΣS , et d’apre`s le lemme 2.2,
logDL ≤ d
(
logDK +ΣS + c0 [K : Q] log d
ΣS
log ΣS
)
.
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Par ailleurs, l’ine´galite´ (3) nous majore le maximum P des caracte´ristiques re´siduelles de S′
(ou de S) : log P ≤ ΣS . L’ine´galite´ (4), ainsi que le lemme 2.1, applique´s a` l’ensemble S
′, nous
permettent de majorer le cardinal de S′ : card(S′) ≤ c0 d [K : Q]
ΣS
log ΣS
, ce qui nous permet
de majorer ψ. On a
hx(p) ≤ exp
{
n1ΣS + n2
ΣS
log ΣS
+ n3 d logDK + n4
}
,
ou` n1, n2 et n4 sont des polynoˆmes en d, log d et [K : Q] de degre´ infe´rieur ou e´gal a` 1 en
chacune des variables.
Ramenons-nous maintenant a` la hauteur et au radical de (a : b : c).
Remarquons que ΣS ≤ ΣS1 + ΣS0 = radK(a : b : c) + ΣS0 et que S0 ne de´pend que de la
courbe U et de la fonction de Bely˘ı choisies au de´but.
De plus, on a hf (p) =
h(f(p))
d =
h(a:c)
d =
hK(a:c)
d [K:Q] et, d’apre`s l’ine´galite´ (6),
hf (p) ≥
hK(a : b : c)
d [K : Q]
−
log 2
d
.
Par ailleurs, d’apre`s l’ine´galite´ (8), hf (p) ≤ hx(p)+n5
√
hx(p), avec n5 de´pendant des fonctions
x et f et de la courbe U , donc
hK(a : b : c) ≤ d [K : Q]
(
hx(p) + n5
√
hx(p)
)
+ [K : Q] log 2.
On obtient
hK(a : b : c) ≤ exp{γ1 radK(a : b : c) + γ2 logDK + γ3},
ou` le nombre re´el γ1 de´pend de d et de [K : Q], γ2 = n6 d avec n6 une constante absolue et
γ3 de´pend de x, f, U, d et [K : Q]. Ceci ache`ve la de´monstration. ✷
Au lieu de la courbe d’e´quation y2 = x3 − x, on aurait pu prendre n’importe quel
reveˆtement galoisien de la droite projective.
6.2 Courbes de genre nul.
Dans ce paragraphe, K est un corps de nombres, T un ensemble fini de places de K
contenant les places archime´diennes, P est le maximum des caracte´ristiques re´siduelles de T ,
et on pose S = T ∩ PK , d = [K : Q], t = card(T ) et s = card(S).
Corollaire 6.5. Tout point T -entier x de IP1 \ {0, 1,∞} ve´rifie :
hK(x) ≤ c
t
d t
5( t+2) P d (logP )2 sDK (logDK)
2 d−2,
ou` le nombre cd ne de´pend que du degre´ d.
De´monstration du corollaire 6.5.
On applique le the´ore`me 4.2 a` la borne (14), obtenue pour la hauteur des solutions en T -
unite´s de l’e´quation u+ v = 1 graˆce au the´ore`me 6.1. Puis on remarque que
∏
p∈S logN(p) ≤∏
p∈S fp logP ≤ (log P )
s
∏
p∈P (S)(
∑
p|p fp)
card{p|p} ≤ (log P )s dd card(P (S)) ≤ (dd log P )s. ✷
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Remarque 6.6. Si U est une courbe de genre nul ayant au moins trois points a` l’infini, on
peut appliquer la proposition 5.2 au morphisme φ : U −→ IP1 \ {0, 1,∞} qui identifie C a` IP1
et envoi U∞ sur {0, 1,∞}, et a` la borne obtenue pour IP
1 \ {0, 1,∞} dans le corollaire 6.5,
pour obtenir, pour tout point x de U(OK,T ),
hU,K(x) ≤ c
t
d,φ t
5 t+c1,φ P d (log P )2 s+c2,φ DK (logDK)
2d−2, (15)
ou` c1,φ et c2,φ ne de´pendent que de φ et cd,φ de´pend en plus, de d.
a` ce sujet, et contrairement a` ce qui a e´te´ de´montre´ ici, D. Poulakis obtient des re´sultats
explicites. Soit F ∈ K[X,Y ] un polynoˆme absolument irre´ductible de´finissant une courbe de
genre nul ayant au moins trois points a` l’infini. Notons N son degre´ et HK(F ) son hauteur
multiplicative. Soient x et y des T -entiers ve´rifiant F (x, y) = 0. Dans [19], il montre que
max{hK(x), hK(y)} ≤ γd,N,tHK(F )
6000N3N+10 d2 t P300N
3N+4 d tD65N
3N+4 d t
K ,
ou` P = maxp∈S N(p) et γ = N
106N5N+10 d2 t3 . On a P ≤ P ≤ P d.
La borne (15) donne une meilleure de´pendance en le discriminant DK ; en particulier,
l’exposant de DK ne de´pend pas en l’ensemble S. Elle donne aussi une meilleure de´pendance
en l’ensemble de places S quand son cardinal est petit par rapport a` P .
Dans le cas particulier ou` T =M∞K , D. Poulakis [18] obtient :
max{hK(x), hK(y)} ≤ ξd,N D
4730N9
K HK(F )
109 N35 ,
ou` ξd,N = d
17dN3(9N5N+4)10
9 dN35 . On remarque ici en particulier que l’exposant de DK ne
de´pend pas du degre´ d.
6.3 Quelques e´quations diophantiennes.
De´finition 6.7. On dira qu’une courbe alge´brique U est controˆle´e par une autre courbe V du
point de vue des points entiers, si la finitude des points (S-)entiers de U peut eˆtre de´duite de
celle des points (S-)entiers de V a` l’aide de morphismes comme ceux des propositions 5.2 ou
5.3.
En particulier, U est controˆle´e par IP1 \ {0, 1,∞} s’il existe m ≥ 1 et un diagramme
U1
ψ1xxp
pp
pp
pp
p φ1
$$J
JJ
JJ
JJ
U2
ψ2zztt
tt
tt
t
Um
ψmxxq
qq
qq
qq φm
**TT
TTT
TTT
TTT
T
U = V0 V1 Vm−1 Vm = IP
1 \ {0, 1,∞}
avec, pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, le morphisme φi fini et le morphisme ψi fini, surjectif et non
ramifie´ en dehors des “points a` l’infini” de Vi−1.
Voici quelques exemples de courbes controˆle´es par IP1 \ {0, 1,∞} : les courbes donne´es
par une e´quation de Thue, les elliptiques, les superelliptiques et les courbes hyperelliptiques
ayant un point de Weierstrass a` l’infini.
Corollaire 6.8. Soit U une courbe affine de´finie sur un corps de nombres K de degre´ d =
[K : Q] telle que χ(U) < 0 et hU une hauteur sur U . Supposons que U est controˆle´e par
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IP1 \ {0, 1,∞} au sens de la de´finition 6.7. Soit S un ensemble fini de places de K et P le
maximum de ses caracte´ristiques re´siduelles. Pour tout point S-entier x de U , on a
hU (x) ≤ k
card(S)
d card(S)
k1 card(S)+k2 P k3 d (log P )k4 card(S)+k5 eγd γk6 d−2d ,
ou` γd = k7 (logDK +ΣS + k8 + d k9
ΣS+k10
log(ΣS)+k11
), les re´els kj de´pendent de U et kd de´pend en
plus de d.
Y. Bugeaud [4] donne une borne pour la hauteur des points S-entiers des courbes superel-
liptiques. Sa borne a l’avantage, par rapport a` celle du corollaire 6.8, de rendre explicites
les exposants qu’y apparaˆıssent. L’ordre de grandeur des deux bornes est le meˆme en ce qui
concerne la de´pendance en le discriminant du corps K, et aussi en l’ensemble de places S,
si l’on fixe son cardinal. On pouvait pre´voir cette ressemblance des bornes puisque les deux
re´sultats sont de´duits de [5].
De´monstration du corollaire 6.8.
Nous appliquons les propositions 5.2 et 5.3, respectivement aux morphismes φi et ψi qui
lient U a` IP1 \ {0, 1,∞} (en suivant le chapitre 8.4 de [20], par exemple), et a` la fonction
BIP1\{0,1,∞}(u, v, w, z, d) = c
v
d v
5( v+2) wd (logw)2 v ez z2 d−2 donne´e par le corollaire 6.5. Si le
morphisme φ : X −→ IP1 \ {0, 1,∞} est fini, d’apre`s la proposition 5.2, la courbe X ve´rifie
la proprie´te´ 5.1 pour la fonction BX(u, v, w, z, d) = c
v
3,d v
5 v+c1 wd (logw)2 v+c2 ez z2d−2, ou`
c1 et c2 de´pendent du morphisme φ et c3,d de´pend en plus de d. Si ψ : X −→ Y est un
reveˆtement e´tale, d’apre´s la proposition 5.3, la courbe Y ve´rifie la proprie´te´ 5.1 pour la
fonction BY (u, v, w, z, d) = c
v
4,d v
c5 v+c6 wc7 d (logw)c8 v+c9 eγd γc10 d−2d , ou` γd = c11 (z + u +
c12 + c0 d log(c11)
u+c12
log(u+c12)
), et les re´els cj de´pendent de ψ et c4,d de´pend en plus de d. On
remarque que par des appliquations succesives des propositions 5.2 et 5.3 on ne change pas
l’odre de grandeur de la borne de la hauteur des points entiers, meˆme si les constantes kj sont
modifie´es. ✷
En particulier, dans le cas d’une courbe elliptique nous obtenons le re´sultat ci-dessous.
Corollaire 6.9. Soient E une courbe affine de´finie sur un corps de nombres K de degre´ d
dont la comple´te´e E est une courbe elliptique, et hE une hauteur de´finie sur la courbe E. Soit
S un ensemble fini de places de K et P le maximum de ses caracte´ristiques re´siduelles. Pour
tout point S-entier p de E, on a
hE(p) ≤ γE c
s+c1,E
d s
20 s+c2,E P 4 d (log P )8 s+c3,E eγd γ8d−2d ,
ou` γd = 4 (logDK +ΣS+ c4,E+ c0 log 4 d
ΣS+c5,E
log(ΣS+c5,E)
), les nombres ci,E de´pendent de E et γE
de´pend du choix des morphismes liant E a` IP1 \ {0, 1,∞}, ainsi que de celui de la hauteur.
De´monstration du corollaire 6.9. Supposons que la courbe E a un unique point “a` l’infini”
O qui est K-rationnel et prenons-le comme origine de sa loi de groupe. La multiplication par
2, note´e ψ, est e´tale, de degre´ 4, donc l’image inverse de l’origine O consiste en quatre points :
O,E1, E2, E3. Si notre courbe E est donne´e par l’e´quation de Weierstrass y
2 = f(x) ou`
f(x) = (x− e1)(x− e2)(x− e3), alors Ei = (ei : 1). En composant le morphisme donne´ par la
x-coordonne´e avec le morphisme qui envoie (r : 1) sur ((r − e1)(e2 − e3) : (e2 − e1)(r − e3)),
nous obtenons un morphisme fini φ : E′ = E \ {O,E1, E2, E3} −→ IP
1 \ {0, 1,∞}, de degre´ 2.
D’apre`s le corollaire 6.5, IP1 \ {0, 1,∞} ve´rifie la proprie´te´ 5.1 pour la fonction
BIP1\{0,1,∞}(u, v, w, z, d) = c
v
d v
5( v+2) wd (logw)2 v ez z2 d−2.
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En appliquant la proposition 5.2 au morphisme φ, nous en de´duisons que la courbe E′
ve´rifie la proprie´te´ 5.1 pour la fonction
BE′(u, v, w, z, d) = cφ c
v+vφ
d (v + vφ)
5(v+vφ+2) (w + wφ)
d (log(w + wφ))
2 (v+vφ) ez z2 d−2,
ou` cφ ne de´pend que de φ, cd que de d, vφ = card(Sφ), wφ = maxP (Sφ) et Sφ est l’ensemble
des ide´aux premiers en lesquels φ ou E′ ont “mauvaise re´duction”.
En appliquant la proposition 5.3 au morphisme ψ, nous en de´duisons que E ve´rifie la
proprie´te´ de finitude 5.1 pour la fonction
BE(u, v, w, z, d) = cψ cφ c
4 (v+vψ)+vφ
d (4 (v + vψ) + vφ)
5 (4 (v+vψ)+vφ)+2 (w + wψ + wφ)
4 d×
×(log(w + wψ + wφ))
2 (4 (v+vψ)+vφ) eγd γ8 d−2d ,
ou` γd = 4 (z + u+ uψ + c0 log 4 d
u+uψ
log(u+uψ)
), cψ ne de´pend que de ψ, cd que de d, uψ = ΣSψ ,
vψ = card(Sψ), wψ = maxP (Sψ) et Sψ est l’ensemble des ide´aux premiers en lesquels ψ,E
′
ou E ont “mauvaise re´duction”. Ceci de´montre le re´sultat.
✷
Posons f(x) = x3+ ax+ b, avec a et b dans OK,S et tels que 4a
3 +27b2 6= 0. Soient (x, y)
dans O2K,S et ve´rifiant y
2 = f(x). Pour K = Q, L. Hadju et T. Herendi [10] montrent que :
max{h(x), h(y)} ≤ (c1,f s+ c2,f ) 10
38 s+86 (s+ 1)20 s+35 P 24 (log+(P ))4 s+2,
ou` c1,f et c2,f ne de´pendent que en le polynoˆme f .
Quand l’ensemble de places S est re´duit a` l’ensemble des places archime´diennes, on a le
re´sultat de Y. Bugeaud [3] :
max{h(x), h(y)} ≤ cd,f D
6
K (logDK)
12 d+1,
ou` cd,f de´pend uniquement en le degre´ d de K et en le polynoˆme f ; alors que le corollaire 6.9
donne une borne le´ge`rement meilleure : cE,d,SD
4
K (logDK)
8 d−2.
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